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ΘΕΜΑ Α 

Α1.  

 

 



 

 

Α2.  α) Ψευδής 

        β) Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) = | x | , x   . Η συνάρτηση γράφεται ως εξής: 

           f(x)= |x| =  
      
      

   και είναι συνεχής στα διαστήματα (-             ως 

          πολυωνυμική, αλλά και στο x=0 γιατί : 

                                ,                             ,  f(0)=0 

        Οπότε η f είναι συνεχής στο R. Η συνάρτηση f(x) = | x | , x   δεν είναι παραγωγίσιμη   

        στο  χ=0 γιατί : 

               
         

   
        

 

 
       

 
    

               
         

   
        

    

 
        

     

       Οπότε   
 
       

     => η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x = 0. 

 

 

Α3.  

 



 

 

 

Α4.  α) Λ     β) Σ    γ)  Λ    δ)  Σ    ε)  Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 

f(x) = lnx , Af = (0, +    και  g(x) = 
 

   
    Ag = R – {1) 

Afog  = { x Ag / g(x) Af } = {x       / g(x)         } = { x   / g(x) > 0 } 

Όμως g(x) >0  
 

   
    x(1-x) >0  x       

Άρα  Afog  = { x Ag / g(x) Af } = {x       / g(x)         } = { x   / g(x) > 0 } =  

{ x   / x       } = (0,1)    

(fog)(x) = f(g(x))=f(
 

   
      

 

   
  

Άρα fog : (0,1)R  με (fog)(x)=     
 

   
  

Β2. 

h(x)=(fog)(x)=     
 

   
    h(x) =      

 

   
   , Ah =(0,1) 

h(x1)=h(x2)     
  

    
      

  

    
   (lnx 1-1) 

  

    
 

  

    
    

x1(1-x2) = x2(1-x1)   x1 – x1x2 = x2 – x1x2   x1 = x2 , άρα η h είναι 1-1 στο (0,1)  

και άρα αντιστρέφεται. 

 



 

 

Εναλλακτικά : η h είναι παραγωγίσιμη στο (0,1) με παράγωγο : 

          
 

   
    

   

 

           

      
 

   

 

     

      
  

 
   

 

 

      
 

 

      
               h γνησίως αύξουσα στο (0,1) => 

Η h είναι 1-1 στο (0,1) => η h αντιστρέφεται. 

Η h ως γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (0,1) έχει σύνολο τιμών 

h((0,1)) =                           = (-             

                       
 

   
                       

        
 

   
 

 

 
   

                       
 

   
                       

        
 

   
 

 

  
    

Συνεχίζοντας είτε με τον ένα τρόπο είτε με τον άλλον έχουμε: 

Έχουμε h(x)=y      
 

   
  = y  

 

   
      x = (1-x)ey  x = ey – xey   

x+xey = ey  (1+ey)x = ey    
  

    
  (χωρίς περιορισμούς στα y μέχρι στιγμής) 

Όμως                    
  

    
   

   
  

    
  ισχύει για κάθε     

 
  

    
             0 < 1 , ισχύει για κάθε     

 

Οπότε Bh = R =   
    (γιατί δεν έχουμε περιορισμούς για τις τιμές του y)  

και γράφουμε  h -1 : R  (0,1) με h -1(x) = 
  

    
 

 

 



 

 

Β3. 

φ(x) = 
  

    
  , Aφ = R , φ συνεχής στο R ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και φ 

παραγωγίσιμη στο R ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

φ /(x) = 
             

       
 

          

       
 

  

       
                         

δεν έχει ακρότατα στο R. H φ / είναι παραγωγίσιμη στο R ως πηλίκο 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

φ //(x)=
                     

       
 

                    

       
  

=  
             

      
        

      
  

 

 φ //(x)=0  ex – e2x = 0  ex = e2x  x=2x  x=0 

 φ //(x)>0  ex – e2x > 0  ex > e2x  x>2x  x<0 

 φ //(x)=0  ex – e2x < 0  ex < e2x  x<2x  x>0 

 

 

 

 

 

 

                                                  0                           Σ.Κ. το φ(0)=1/2                         1 

   
    

        
    

  

    
   

   
    

        
    

  

    

   
      

    

  

  
   

 

x                  -  0                                     +  

φ /(x)                         +                     + 

Μον φ  

Φ //(x)                       +                     - 

Καμπ. Φ            κυρτή                  κοίλη 



 

 

Δ1 = (-              Δ1) = (0, ½] 

Δ2 = [0, +          (Δ2) = [1/2, 1) 

Άρα το Σ.Τ. της φ είναι το (0,1). 

Β4. 

Επειδή                     
  

    
    η y=0 (ο χχ/) είναι οριζόντια 

ασύμπτωτη της γρ. παράστασης της φ από τα αρνητικά. 

Επειδή                      
  

    

   
          

  

  
    

Η οριζόντια y=1 είναι ασύμπτωτη της γρ. παράστασης της φ από τα θετικά. 

 

 

 
 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  f(x) = - ημx , x      , f συνεχής στο [0,π] ως τριγωνομετρική και παραγωγίσιμη στο (0,π) 

       ως τριγωνομετρική με f /(x) = - συνx. 

       Έστω Μ(xo , f(xo)) το σημείο επαφής της εφαπτομένης με την Cf . 

       H εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Μ(xo , f(xo)) είναι της μορφής: 

      Εφ στο σημείο Μ : y-f(xo) = f /(xo)(x-xo)  y +ημxo = - συνxo(x-xo)   

      διέρχεται από το σημείο Α(π/2 , - π/2)  - π/2 +ημxo = - συνxo(π/2 – xo) (1) 

 

Θεωρούμε την συνάρτηση κ(x) = - π/2 +ημx +(π/2 – x)συνx στο [0,π]. 

Παρατηρούμε ότι : κ(0) = 0  και κ(π) = 0 δηλαδή η κ(x) = 0 έχει 2 προφανείς ρίζες στο [0,π]. 

Θα δείξουμε ότι είναι και μοναδικές στο [0,π]. Οι ρίζες αυτές θα είναι τα δύο σημεία επαφής 

της εφαπτομένης με την γραφική παράσταση της Cf  που ψάχνουμε. 

κ(x) = - π/2 +ημx +(π/2 – x)συνx  στο [0,π] 

κ /(x) = συνx – συνx +(π/2 – x)( - ημx) = (x – π/2)ημx 

 κ /(x) = 0  x =π/2 ή x = 0 ή x = π 

 κ /(x) >0     
 

 
    

 κ /(x) < 0       
 

 
  

x 0 π/2                                             π 

x – π/2                            -                          + 

ημx                            +                           + 
Γινόμενο κ / (x)                           -                           + 

 

x 0 π/2                                             π 

κ /(x)                          -                           + 
Μονοτονία κ(x) κ(0)=0                               κ(π/2)  <0                                      κ(π)=0 

 

 κ /(x) γνησίως φθίνουσα στο [0, π/2] 

 κ /(x) γνησίως αύξουσα στο [ π/2 , π]] 

 η κ(x) παρουσιάζει στις θέσεις x=0 και x= π ολικό μέγιστο το κ(0)=κ(π)=0 



 

 

 η κ(x) παρουσιάζει στην θέση x=π/2  ολικό ελάχιστο το κ(π/2)= 1 – (π/2) <0 

 η κ(x) είναι γνησίως  φθίνουσα στο [0, π/2] και 0 ανήκει στο [0, π/2] => η εξίσωση 

κ(x)=0 έχει μοναδική ρίζα στο [0, π/2] 

 η κ(x) είναι γνησίως αύξουσα στο [π/2 , π] και π ανήκει στο [π/2 , π] => η εξίσωση 

κ(x)=0 έχει μοναδική ρίζα στο [π/2 , π] 

Από τα παραπάνω καταλαβαίνουμε ότι η κ(x)=0 έχει δύο μοναδικές ρίζες στα x=0 και x= π 

που είναι και οι τετμημένες των σημείων επαφής της εφαπτομένης με την Cf που 

αναζητούσαμε. 

Εφ1(x=0) : y – f(0) = f /(0)(x-0)  y = - x 

Εφ2(x=π): y – f(π) = f /(π)(x-π)  y = x - π 

Γ2. 

 

 



 

 

E2 =                                
 

 

 

 

 

 
 

=        
 

 
         

  = 2 τ.μ. 

Ε1 = Εμβαδόν τριγώνου ΟΑΛ – Ε2  = 
  

 
   

 
 

 

 
   

                             
  

 
         

  
  

 

  

 
     

    
  

  

 
   

 

Γ3.  

To όριο του κλάσματος ορίζεται για x  , και μάλιστα για      

   
    

      

        
    

    

     

          
  

 

 
    

Θα βρούμε το πρόσημο του παρονομαστή f(x) – (x-π). 

Από το (Γ2) παρατηρώντας το σχήμα μας έχουμε ότι η f είναι κυρτή στο [0, π] , 

οπότε έχουμε ότι f(x)                                             => 

f(x)   x – π => f(x) – (x – π)   0 , άρα για x    έχουμε f(x) – (x – π) >  0  οπότε για 

το όριο έχουμε τελικά ότι : 

 

   
    

      

        
    

    

     

          
  

 

  
     

 

Άλλωστε f /(x) = - συνx , f //(x) = ημx     για κάθε          με το «ίσον» να 

ισχύει μόνο στα άκρα x=0 και x=π  => η f είναι κυρτή στο [0,π]. 

 



 

 

Γ4. 

Α       Γ   έχ υ ε   ι f(x)                                             

 f(x)   x – π  
    

 
   

 

 
   

    

 
       

 

 
    

 

 

 

 
 

         
        

 
ΘΕΜΑ Δ 

 

f(x)= 
    

             

                
  

Δ1.  f συνεχής στα διαστήματα [-1,0) , (0,π] ως σύνθεση συνεχών (1ος κλάδος) και 

γινόμενο συνεχών (2ος κλάδος) συναρτήσεων. Έλεγχος στο σημείο αλλαγής τύπου 

x=0. H f είναι συνεχής και στο x=0 γιατί: 

   
    

        
    

   
 

   

   
    

        
    

                   

   

Τα κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης είναι: 

 τα σημεία που η συνάρτηση δεν παραγωγίζεται αλλά είναι συνεχής σε αυτά 

 τα σημεία που η 1η παράγωγος-συνάρτηση μηδενίζεται 

Έλεγχος παραγωγισιμότητας στο σημείο x=0 

   
    

         

   
    

    

   
 

 
     

    

   
 

  
     

    

   
 

      
 

     
    

 
  

     
 

  

=         
  

   

 
            

 
       

     

 



 

 

   
    

         

   
    

    

     

 
  

 

 
   

   
      

    

            

 
  

=         
                   

 
    

Επειδή έχουμε ότι   
        

 
    η συνάρτηση f δεν παραγωγίζεται στο x=0 

επομένως το x=0 είναι κρίσιμο σημείο της f και μάλιστα είναι γωνιακό διότι οι 

πλευρικές παράγωγοι στο x=0 είναι διαφορετικοί αριθμοί. 

Ας μελετήσουμε τώρα γενικά τον 1ο κλάδο της συνάρτησης αυτής που μας 

δόθηκε.  

         
 

 , το πεδίο ορισμού μιας τέτοιας συνάρτησης είναι το R. 

H f ισοδύναμα γράφεται ως εξής: 

                              
      

 
    

 

   
 
 

        

    
 

      
  

Στην άσκησή μας τώρα: o 1ος κλάδος μας είναι ορισμένος στα αρνητικά [-1,0) 

Οπότε έχουμε: Για x        : 

f /(x) = (4/3)(-x) 4/3 -1(-x) / = - (4/3)(-x) 1/3 = - (4/3)     
 

  < 0 ,           

Για x       : f / (x)=exημx+exσυνx = ex(ημx+συνx) 

f / (x)=0  ημx+συνx = 0  ημx = - συνx  ημx = συν(π-x)   

ημx = ημ(π/2 -π+x)  ημx = ημ(-π/2+x)x = 2κπ - π/2 + x αδύνατη ή  

x = 2κπ + π + π/2 – x 2x = 2κπ + 3π/2  x=κπ +3π/4   κ=0 : x = 3π/4 

Άρα τα κρίσιμα σημεία της f είναι x=0 (εκεί που η f δεν παραγωγίζεται αλλά είναι 

συνεχής) και x=3π/4 (εκεί που μηδενίζει η παράγωγος του 2ου κλάδου) 

                              f / (x) =  
 

 

 
    

 

          

                    

           

  



 

 

 

Δ2.   

Για x        : 

f /(x) = (4/3)(-x) 4/3 -1(-x) / = - (4/3)(-x) 1/3 = - (4/3)     
 

  < 0 ,           

άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [-1,0] αφού είναι συνεχής στο x=0. 

Για x       : 

 f / (x)=exημx+exσυνx = ex(ημx+συνx) 

f / (x)=0  ημx+συνx = 0  ημx = - συνx  ημx = συν(π-x)   

ημx = ημ(π/2-π +x)  x = 2κπ - π/2 + x αδύνατη ή x = 2κπ + π + π/2 – x  

2x = 2κπ + 3π/2  x=κπ +3π/4   κ=0 : x = 3π/4 

Θεωρούμε την συνάρτηση λ(x) = ημx + συνx στο (0,π] 

 λ(x) συνεχής στο (0, 3π/4) με λ(x)   , άρα η λ(x) διατηρεί σταθερό πρόσημο 

στο (0, 3π/4) => άρα θα είναι με λ(x)   ή με λ(x)   στο (0,3π/4). 

Είναι λ(π/4) =                    
  

 
  

 λ(x) συνεχής στο (3π/4 , π] με λ(x)   , άρα η λ(x) διατηρεί σταθερό 

πρόσημο στο (3π/4 , π] => άρα θα είναι με λ(x)   ή με λ(x)   στο 

(3π/4,π]. Είναι λ(π) =                  
  

 
    

άρα συνοψίζοντας έχουμε: 

f / (x)=0  x = 3π/4 

f / (x) > 0       
  

 
  

f / (x) < 0     
  

 
    

 

 



 

 

 

x -1 0 3π/4                       π 

f / (x)                   -                     +                 - 

Μονοτ. f τμ τε-οε.                    τμ  ομ                    τε-οε 

                                 f(-1)=1                        f(0)=0        f(3π/4)=e3π/4(    )>1          f(π)=0     

                                        

Δ1=[-1,0] , f γν. φθίνουσα , f(Δ1) = [0,1] 

Δ2=[0, 3π/4] , f γν. αύξουσα , f(Δ2)= [0, e3π/4(    )] 

Δ3=[3π/4 , π] , f γν. φθίνουσα , f(Δ3)= [0,  e3π/4(    )] 

Βf = f(Δ1) f(Δ2) f(Δ3) = [0, e3π/4(    )]        διότι: 

 
  

 
  

 
       

  

     
   
   

  

           
  

        

  
  

      που ισχύει γιατί: 
  

 
  

              
             

  

       

 

Δ3.   

Ε(Ω)=                   
 

 
 

Έχουμε f(x)-g(x) = exημx – e5x = ex(ημx – e4x) < 0 γιατί : 

 x                                         

                                             

          
     
           

 Άρα ημx – e4x < 0  , στο [0,π] 

Αλλιώς – από βασικές ανισώσεις ισχύει ότι : 

               ημx                                     

 



 

 

 

Ε(Ω)=                              
 

 

 

 
 

=                                    
 

 

 

 

 

 
 

           
 

 
         

 

 
      

  
 

 
       

 

 

 

 

 

                                
            

 

 

 

 

 

 

 

=  0 -                        
           

 

 

 

 
 

=  - ( - eπ – 1) – Ι2   2Ι2 = e π +1  Ι2 = (eπ +1) / 2 

Ε(Ω) = 
 

 
         

    

 
      

 

Δ4.   

    
  

        
  

                 

    
  

        
  

            
  

 
   

    
  

        
  

            
  

 
    

        
  
 

        

                  
  

 
 
  

    
      
     

     
       

  

 
   

  

 
   

        
  

 
     

  

 
   (1).      Η (1) έχει προφανή ρίζα την x=3π/4 

 

 

 



 

 

 

 Για x > 3π/4 :  

          
  

 
   <  0 (2) 

       Επειδή το f(3π/4) είναι ο.μ. => f(x) < f(3π/4)  (3) 

       (2)+(3) =>         
  

 
     

  

 
   αδύνατον 

 

 Για x < 3π/4 :  

          
  

 
   <  0 (4) 

       Επειδή το f(3π/4) είναι ο.μ. => f(x) < f(3π/4)  (5) 

       (4)+(5) =>         
  

 
     

  

 
   αδύνατον 

Άρα η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση την x = 3π /4 . 


