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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΚΟΜΝΗΝΑΚΙΔΗΣ ΧΡΗΣΤΟΣ 

 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 99. 

Α2.   

α) Ψ 

β) Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 35. Αντιπαράδειγμα : Η συνάρτηση       
       
 

 
         

   έχει πεδίο 

ορισμού το R και η γραφική της παράσταση (βασικά γραφήματα) είναι η εξής: 



 

 

 

Η συνάρτηση f είναι <<1-1>> στο πεδίο ορισμού της το R (οποιαδήποτε οριζόντια ευθεία 

τέμνει την γραφική παράσταση της f το πολύ σε ένα σημείο) όμως η f δεν είναι γνησίως 

μονότονη στο R διότι είναι γνησίως αύξουσα στο (-     και γνησίως φθίνουσα στο (0,+  . 

Α3. Διατύπωση Θεωρήματος σχολικού βιβλίου στην σελίδα 216. 

Α4.  α) Λάθος  β) Λάθος  γ) Σωστό  δ) Σωστό  ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Δίνεται η συνάρτηση        
 

  
                      

B1.  H f είναι συνεχής στο                  ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών 

συναρτήσεων. H f είναι παραγωγίσιμη στο                  ως αποτέλεσμα πράξεων 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με : 

 

         
    

  
   

  

  
   

 

  
 

    

  
 

              

  
 

 

         (x+2)(x2-2x+4)=0  x = - 2 ή  χ2-2χ+4 = 0 , αδύνατη στο R (έχει Δ < 0 ) και 

μάλιστα το τριώνυμο είναι θετικό για κάθε x   διότι α=1>0. Οπότε: 

          χ = - 2 μοναδική λύση. 



 

 

          
   

      (x+2)x3 > 0                   

          
   

      (x+2)x3 < 0           

x -  -2 0                               +  
x3                 -                       -                  + 

x+2                 -                  +                   + 
Γινόμενο                 +                  -                   + 

 

x -  -2 0                               +  

f /(x)                 +                  -                   + 
Mονοτονία f  -                             -3 -3                            -  -                            +  

                                                                           τ.μ. f(-2)= - 3 

 Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (-              

 Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [-2,0  

 Η συνάρτηση f παρουσιάζει τ.μ. στη θέση x= - 2 με τιμή f(-2) = -3 

                                       Τα παρακάτω χρειάζονται για το Β4 

   
     

        
     

   
 

  
     

 

  
         

   
     

        
     

   
 

  
     

 

  
         

   
     

        
     

   
 

  
     

     

    

  
 

  

  
    

   
     

        
     

   
 

  
     

     

    

  
 

  

  
    

Δ1 = (-                                               

Δ2 = [-2,0)                                           

Δ3 = (0                                              

                                                 Βf  = f(Δ1) f(Δ2)  f(Δ3) = R 

B2.  Η συνάρτηση f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο                  ως αποτέλεσμα 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με : 



 

 

       
                 

  
         

   

  
           

Άρα  f //(x) < 0,        => f / γν. φθίνουσα       => f κοίλη       και δεν παρουσιάζει 

σημείο καμπής στο    . 

Β3.                      

Έλεγχος για κατακόρυφες ασύμπτωτες στο x0- και x0+ 

   
     

        
     

   
 

  
     

     

    

  
 

  

  
    

   
     

        
     

   
 

  
     

     

    

  
 

  

  
    

Άρα η κατακόρυφη ευθεία x=0 (o yy/) είναι ασύμπτωτη της C f. 

Έλεγχος για οριζόντιες ασύμπτωτες στο x -   και x +   

   
     

        
     

   
 

  
     

 

  
         

   
     

        
     

   
 

  
     

 

  
         

Άρα η C f  δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες. 

Έλεγχος για πλάγιες ασύμπτωτες στο x -   και x +   

   
     

    

 
    

     

  
 
  

 
    

     

    

  
    

    

  

  
       

   
     

             
     

   
 

  
       

     
  

 

  
        

Άρα η πλάγια ευθεία y=x είναι ασύμπτωτη της C f  όταν x -   

 

 

 

 

 



 

 

   
     

    

 
    

     

  
 
  

 
    

     

    

  
    

    

  

  
       

   
     

             
     

   
 

  
       

     
  

 

  
        

Άρα η πλάγια ευθεία y=x είναι ασύμπτωτη της C f  όταν x +   

Β4.  Έχουμε πεδίο ορισμού                      

        Σύνολο τιμών Β f  = f(Δ1) f(Δ2)  f(Δ3) = R 

x -  -2 0                               +  
f /(x)                 +                  -                   + 

Mονοτονία f  -                             -3 -3                            -  -                            +  

                                                                          τ.μ. f(-2)= - 3 

 Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (-              

 Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [-2,0  

 Η συνάρτηση f παρουσιάζει τ.μ. στη θέση x= - 2 με τιμή f(-2) = -3 

 H f είναι κοίλη       και δεν παρουσιάζει σημείο καμπής στο    . 

 f(x)=0  
    

  
    x3 – 4 = 0  x3 = 4  x =   

 
        

διότι 1<4<8 => 1 <   
 

 <   
 

 => 1 <   
 

 < 2 . 

 Η πλάγια ευθεία y=x είναι ασύμπτωτη της C f  όταν x -   , x +   

 Θα βρούμε την σχετική θέση της C f με την πλάγια ασύμπτωτη y = x. 

Είναι h(x)=f(x) – x =  
 

  
          => άρα η C f είναι <<κάτω>> από την y = x . 

Με βάση τις παραπάνω πληροφορίες και τα προηγούμενα ερωτήματα έχουμε την 

παρακάτω γραφική παράσταση της συνάρτησης f: 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Έχουμε ένα σύρμα  μήκους 8 (m) , το οποίο το κόβουμε σε 2 τμήματα. Με το ένα από αυτά, 

μήκους x (m), κατασκευάζουμε τετράγωνο και με το άλλο κύκλο. 

Γ1.                                                                         σύρμα  μήκους 8 (m) 

 

 

                                                                                                              

                                    x/4 (m) 

    τετράγωνο  με περίμετρο x (m)                     κύκλος με μήκος – περίμετρο  (8-x) (m) 

 Εμβαδόν τετραγώνου Ε1 = (x/4)2  (m2) 

 Μήκος κύκλου L = 2πρ  8 –x = 2πρ    
   

  
  (m) , όπου ρ = ακτίνα του κύκλου 

 Εμβαδόν κύκλου Ε2 = πρ2 = 
       

   
 

      

  
  (m2) 

Άρα έχουμε Ε1+Ε2=  
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 = 

  

  
 

      

  
   

               

   
              

διότι ως πλευρά τετραγώνου πρέπει x > 0  και ως μήκος κύκλου πρέπει 8 – x > 0  x < 8.      

Γ2. Έστω Ε(x) = E1(x) +E2(x)  E(x) =  
               

   
    ,            

H συνάρτηση Ε(x) είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (0,8) ως αποτέλεσμα πράξεων 

συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με πρώτη παράγωγο : 

 Ε  / (x) = 
 

   
             

 

  
                                

 Ε  / (x) = 0  (π+4)x = 32    
  

   
                         

 Ε  / (x) < 0  (π+4)x < 32      
  

   
 

 Ε  / (x) > 0  (π+4)x > 32    
  

   
  και x < 8 

x 0   

   
                                            8 

E /(x)                           -                         + 

Μονοτονία Ε(x)  16/π                            ω                                                          4 

                                                                                                               ο.ε.  στο x = 
  

   
 

 



 

 

 πλευρά τετραγώνου = διάμετρο κύκλου  
 

 
     

 

 
 

   

 
  

xπ = 32-4x  4x+πx = 32  (π+4)x = 32    
  

   
 (m) που είναι η θέση ολικού ελαχίστου 

της συνάρτησης Ε(x) όπως μας ζητήθηκε. 

Γ3. Θα δείξουμε ότι η εξίσωση Ε(x) = 5 έχει μοναδική λύση στο διάστημα (0,8). 

             
   

   
 

  

 
   

                    
               

   
   

 Ε(
  

   
    

  

      
         

 Δ1=(0,
  

   
                                             

  

 
   . 

 Δ2=[
  

   
                                               . 

 To 5                                                               (0,
  

   
  

διότι  Ε(
  

   
   . 

 To 5                                                           

 Άρα υπάρχει μοναδικός τρόπος με τον οποίο μπορεί να κοπεί το σύρμα μήκους 8m 

ώστε να ισχύει Ε1+Ε2=5m2 

 

ΘΕΜΑ Δ 

f(x)=2ex-α – x2  , Af = R , α >1 

Δ1. H f είναι συνεχής στο R ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών συναρτήσεων (σύνθεση και 

αφαίρεση συνεχών συναρτήσεων). Η f είναι και 2 φορές παραγωγίσιμη στο R ως αποτέλεσμα 

πράξεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων (σύνθεση και αφαίρεση παραγωγίσιμων  

συναρτήσεων) με : 

f /(x)= 2ex-α -2x = 2(ex-α – x) , x   

f //(x)=2ex-α – 2 , x   

f //(x)=0  2ex-α -2 = 0  2ex-α = 2  ex-α = 1  ex-α = e0  x-α = 0  x = α >1 

f //(x)>0  2ex-α -2 > 0  2ex-α > 2  ex-α > 1  ex-α > e0  x-α > 0  x > α >1 

f //(x)<0  2ex-α -2 < 0  2ex-α < 2  ex-α < 1  ex-α < e0  x-α < 0  x < α , α >1 

 



 

 

x -                                           α>1                                                 +  

f //(x)                               -                           + 

Kαμπ. f                           κοίλη                      κυρτή 

                                                                                                               Σ.Κ. 

 Η f είναι κοίλη στο διάστημα (-          

 Η f είναι κυρτή στο διάστημα [α, +        

 Η f παρουσιάζει μοναδικό σημείο καμπής στην  θέση x = α > 1 το f(α) = 2-α2 , α>1 

 

Δ2.  f(x)=2ex-α – x2  , Af = R , α >1 

f /(x)= 2ex-α -2x = 2(ex-α – x) , x   

   
     

          
     

                    

   
     

          
     

             
     

        
 

    
                

διότι        
 

    
     

 

 
              

 

    
   

Επίσης έχουμε ότι f /(α) = 2eα-α-2α = 2 -2α = 2(1-α) < 0 , α>1 

 Δ1=(-       / γν. φθίνουσα και συνεχής => f /(Δ1)=[2(1-α)<0 , +       f /(Δ1) => 

υπάρχει x1         f /(x1) = 0. (Το x1 < α με α >1 και δεν γνωρίζουμε ακόμα την 

διάταξή του ως προς τον αριθμό 1. Εδώ δεν χρειάζεται αύτη η πληροφορία, θα 

χρειαστεί όμως στο Δ3 που δείχνουμε ότι τελικά το x1       ). 

 Δ2=[α ,+     / γν. αύξουσα και συνεχής => f /(Δ2)=[2(1-α)<0 , +       f /(Δ2) => 

υπάρχει x2         f /(x2) = 0. (Το x2 > α > 1). 

 

 

x -                     x1                                 α>1                         x2                       +  
f //(x)              -               -               +               + 

Καμπ. f         κοίλη           κοίλη          κυρτή          κυρτή 
Moνοτονία f / +         +          0             -         -           -         0 

         +           +  

f /(x)               +              -             -          + 

Μονοτονία f     

                                                       τ.μ.                          σ.κ.                          τ.ε. 

 

 



 

 

 x < x1 => f / γν. φθίνουσα => f / (x) > f / (x1) = 0 => f / (x) > 0 => f γν. αύξουσα 

 x > x1 => f / γν. φθίνουσα => f / (x) < f / (x1) = 0 => f / (x) < 0 => f γν. φθίνουσα 

 f / (x1) = 0 

 οπότε στην θέση x1 η f παρουσιάσει τοπικό μέγιστο! (που φαίνεται και από τον 

πίνακα μεταβολών της f) 

                                                                    και 

 x < x2 => f / γν. αύξουσα => f / (x) < f / (x2) = 0 => f / (x) < 0 => f γν. φθίνουσα 

 x > x2 => f / γν. αύξουσα => f / (x) > f / (x1) = 0 => f / (x) > 0 => f γν. αύξουσα 

 f / (x2) = 0 

 οπότε στην θέση x2 η f παρουσιάσει τοπικό ελάχιστο! (που φαίνεται και από τον 

πίνακα μεταβολών της f) 

 

Δ3.  Στο Δ2 έχουμε ήδη δείξει ότι : 

 Δ1=(-       / γν. φθίνουσα και συνεχής => f /(Δ1)=[2(1-α)<0 , +       f /(Δ1) => 

υπάρχει x1         f /(x1) = 0. 

 Δ2=[α ,+     / γν. αύξουσα και συνεχής => f /(Δ2)=[2(1-α)<0 , +       f /(Δ2) => 

υπάρχει x2         f /(x2) = 0. (Το x2 > α > 1) 

                                        Ειδικά για το x1 έχουμε τα εξής: 

 Είναι f / (0) = 2e –α > 0 

 Είναι f / (1) = 2e 1-α -2 = 2(e 1-α -1) < 0 , αφού α > 1 

 Η f  / είναι συνεχής στο [0,1] 

 Οπότε από το θεώρημα Bolzano το x1        f / (x1) = 0. 

Οπότε είναι   0 < x1 < 1 < α < x2  και η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο [x1 , x2]  άρα 

και στο (α , x2) , άρα f(1) > f(α) > f (x2)  άρα η f δεν παίρνει την τιμή f(1) στο διάστημα (α, x2), 

οπότε η εξίσωση f(x) = f(1) είναι αδύνατη στο διάστημα (α, x2). 

 

 

 

 

 



 

 

Δ4. Για α =2 έχουμε f(x) = 2e x-2 – x2  , x   και έχουμε δείξει στο Δ1 ότι η f είναι κυρτή στο  

[α>1, +   άρα και στο [2,3] για α = 2. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο x0=2 

είναι y-f(2)=f /(2)(x-2)  y = -2x + 2. Επειδή η f είναι κυρτή στο [2,3] => ισχύει η ανίσωση  

C f   εφC f (x0=2) με την ισότητα να ισχύει μόνο στο x0=2 => f(x)   -2x+2 => 

                     =>                           
 

 

 

 
 (1) 

Είναι :  

              
 

 

                               
 

 

 

 

 

                    
 

          
 

          
 

 

 

 

 

 
 

             
     

 
 
  

 

 
  

  
  

 

 
         

 

 
 

 

 
    

                                  
 

 

 

 
 

                                       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για το ολοκλήρωμα               
 

 
   

θέτουμε u = x – 2 , du = dx 

για x=2 => u = 0 

για x=3 => u = 1 
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Τελικά  
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                            Δείξαμε ότι                
  

  

 

 
 

 

ΤΕΛΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΟΣ 

 


