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ΕΞΕΣΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΣΘΚΑ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΘΜΟΤ 

 

ΕΠΘΜΕΛΕΘΑ: ΥΡΗΣΟ ΚΟΜΝΗΝΑΚΘΔΗ 

 

ΘΕΜΑ  Α 

Α1. (α) 

 



 

 

(β)  (i) 

Μια ςυνάρτθςθ f :AR ζχει αντίςτροφθ αν και μόνο αν είναι ςυνάρτθςθ <<1-1>> ςτο Α. 

      (ii) 

 

Α2. 

 

Α3. 

 



 

 

Α4. 

(α) Λάκοσ 

Αντιπαράδειγμα: 

 Ζςτω θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥 =  
−1,     𝑥 < 0
 +1,    𝑥 > 0

  .  

Παρατθροφμε ότι, αν και ιςχφει f /(x)=0 , ∀𝑥 ∈  −∞, 0 ∪ (0, +∞), εντοφτοισ θ f δεν είναι 

ςτακερι ςτο  −∞, 0 ∪ (0, +∞) . 

(β) Λάκοσ 

Αντιπαράδειγμα: 

 Ζςτω θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥 =  
𝑥2 + 1,         𝑥 ≠ 0
        3,           𝑥 = 0

 . 

Ενϊ υπάρχει το όριο τθσ f όταν το x0 και ιςοφται με   

lim𝑥→0 𝑓 𝑥 = lim𝑥→0 𝑥
2 + 1 = 1 ≠ 𝑓 0 = 3   

παρατθροφμε ότι δεν ιςοφται με τθν τιμι τθσ f ςτο x=0. 

 

A5. Το (γ) είναι το ςωςτό γιατί : 

 f x dx =
δ

α

 f x dx
β

α

+  f x dx +  f x dx =
δ

γ

γ

β

 

 +f x dx −  −f x dx +  +f x dx =
δ

γ

γ

β

β

α

 

E(Ω1) – Ε(Ω2) + Ε(Ω3) = 2 – 1 + 3 = 4  

διότι :  Ε(Ω1)= +f x dx
β

α
 ,  E(Ω2)= −f x dx = − f x dx

γ

β

γ

β
 , E(Ω3)= +f x dx

δ

γ
 

 

 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ  B 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f:RR με τφπο f(x)=e –x +λ , λ∈ 𝑅 , θ οποία ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ 

ςτο +∞ τθν ευκεία y=2. 

B1. 

 f(x)=e –x +λ , λ∈ 𝑅 , Af = R. 

Η ςυνάρτθςθ f ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ ςτο +∞ τθν ευκεία y=2 οπότε ιςχφει ότι : 

lim𝑥→+∞ 𝑓 𝑥 = 2 . 

Είναι lim𝑥→+∞ 𝑓 𝑥 = lim𝑥→+∞ 𝑒−𝑥 + 𝜆 = lim𝑥→+∞  
1

𝑒𝑥
+ 𝜆 = 𝜆 , γιατί από το βαςικό 

γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ ex , το lim𝑥→+∞ 𝑒𝑥 = +∞ => lim𝑥→+∞
1

𝑒𝑥
=

1

+∞
= 0. 

Οπότε λ=2 . 

B2. 

Η εξίςωςθ ιςοδφναμα γράφεται  f(x)-x=0 e –x +2-x=0  e –x –x+2=0 (1) 

κεωροφμε τθν ςυνάρτθςθ g(x)=e –x – x +2 , ςτο *2,3+. 

Η ςυνάρτθςθ g είναι ςυνεχισ ςτο *2,3+ ωσ πράξεισ ςυνεχϊν ςυναρτιςεων. 

g(2)=e -2 – 2+2=e -2 = 
1

𝑒2
> 0 

g(3)= e -3 -3 +2= e -3 -1=
1

𝑒3
− 1 < 0 

επομζνωσ g(2)g(3) < 0 , οπότε ικανοποιοφνται οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano => 

υπάρχει τουλάχιςτον ζνα ξ∈  2,3 :𝑔 𝜉 = 0 , άρα θ ηθτοφμενθ εξίςωςθ (1) ζχει μια 

τουλάχιςτον ρίηα ςτο διάςτθμα (2,3). 

Επιπλζον, θ ςυνάρτθςθ g είναι παραγωγίςιμθ ςτο (2,3) με g /(x)= - e –x – 1 < 0 => θ g είναι 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (2,3) => θ g είναι 1-1 ςτο (2,3) => θ ρίηα ξ του κεωριματοσ Bolzano 

που βρικαμε είναι θ μοναδικι . 

 

 

 

 



 

 

B3. 

f(x) = e –x + 2 , Af = R . 

∀x1,x2∈R με f(x1)=f(x2) => e−x1 + 2 = e−x2 + 2 => e−x1 = e−x2 => −x1 = −x2 => x1 = x2  

Άρα θ ςυνάρτθςθ f είναι 1-1 ςτο R, επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ f αντιςτρζφεται, με 

f -1 : f(R)R , όπου f(R) το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ f. 

Για τθν εφρεςθ του ςυνόλου τιμϊν f(R) τθσ f κακϊσ και τθσ αντίςτροφι τθσ ζχουμε: 

f(x)=y  e – x +2 = y (y>0)  e – x = y – 2 (y>2)  - x = ln(y-2)  x = - ln(y-2) με y > 2 . 

Η λφςθ x που βρικαμε πρζπει να ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ f, οπότε : 

x∈ 𝐴𝑓 = 𝑅 => - ln(y-2)∈ 𝑅 => y-2 > 0 => y > 2 . Άρα το ςφνολο τιμϊν τθσ f είναι το  

f(R) = (2,+∞)  και θ αντίςτροφθ τθσ f ορίηεται ωσ εξισ:  

f -1 : (2,+ ∞)R με f -1 (y) = - ln(y-2) ι  f -1 (x) = - ln(x-2) , ∀𝒙 > 2 . 

B4. 

Ζχουμε ορίςει τθν f -1 : (2,+ ∞)R με f -1 (y) = - ln(y-2) ι  f -1 (x) = - ln(x-2) , ∀𝑥 > 2 . 

Με βάςθ το πεδίο οριςμοφ τθσ f -1  κα ψάξουμε τθν κατακόρυφθ αςφμπτωτι τθσ ςτο 2+ . 

lim
𝑥→2+

𝑓−1(𝑥) = lim
𝑥→2+

 − ln 𝑥 − 2  = − lim
𝑥→2+

ln 𝑥 − 2 = − lim
𝑢→0+

𝑙𝑛𝑢 = − −∞ = +∞ 

όπου κζςαμε u=x-2 , όταν το x2+ => u 0+ και lim𝑢→0+ 𝑙𝑛𝑢 = −∞ από το βαςικό γράφθμα 

τθσ ςυνάρτθςθσ lnx . Άρα θ κατακόρυφθ ευκεία x=2 (από τα κετικά) είναι κατακόρυφθ 

αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f . 

Στθν ςυνζχεια κα κάνουμε μια πρόχειρθ γραφικι παράςταςθ των ςυναρτιςεων f και f -1 

ςτο ίδιο ςφςτθμα ςυντενταγμζνων. 

f -1 (x) = - ln(x-2) , ∀𝑥 > 2 . 

 Tο  0  δεν ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f -1 , άρα θ f -1 δεν τζμνει τον xx / . 

 f – 1(x)=0 - ln(x-2)=0  ln(x-2)=0  x-2=e 0  x-2 = 1  x = 3 , θ γραφικι παράςταςθ 

τθσ f -1 τζμνει τον yy/ ςτο ςθμείο (3,0) . 

 Η γραφικι παράςταςθ τθσ f -1 δθμιουργείται από μετατόπιςθ του βαςικοφ γραφιματοσ 

τθσ ςυνάρτθςθσ lnx (α) κατά 2 μονάδεσ δεξιά και (β) ςτθν ςυνζχεια παίρνουμε τθν 

ςυμμετρικι τθσ ωσ προσ τον άξονα xx/ . 



 

 

 H γραφικι παράςταςθ τθσ f -1 δείξαμε ότι ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθν x=2 (από τα 

κετικά). 

f(x) = e –x +2 , ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

 f(0) = 3 , οπότε θ γραφικι παράςταςθ τθσ f τζμνει τον άξονα xx/ ςτο ςθμείο (0,3) . 

 f(x)=0  e –x +2=0  e – x = -2 αδφνατθ εξίςωςθ ςτο R, άρα θ γραφικι παράςταςθ τθσ f 

δεν τζμνει τον άξονα yy/ . 

 Η γραφικι παράςταςθ τθσ f προκφπτει από μετατόπιςθ του βαςικοφ γραφιματοσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ e – x (θ οποία ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθν ευκεία y=2) κατά 2 μονάδεσ 

προσ τα πάνω. 

 Η ςυνάρτθςθ f ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθν οριηόντια ευκεία y = 2 (από τα κετικά) 

Οι ςυναρτιςεισ f και f -1 είναι ςυμμετρικζσ ωσ προσ τθν ευκεία y = x (κεωρία). 

Δείξαμε ςτο (Β2) ότι θ εξίςωςθ f(x)-x=0  f(x) = x ζχει μοναδικι ρίηα ςτο διάςτθμα (2,3) 

άρα θ ςυνάρτθςθ f ζχει με τθν ευκεία y = x μοναδικό ςθμείο τομισ με τθν τετμθμζνθ του 

να ανικει ςτο διάςτθμα (2,3) , επομζνωσ και θ ςυνάρτθςθ f -1 κα τζμνει τθν y=x ςτο ίδιο 

ακριβώσ ςθμείο. 

Με βάςθ τισ παραπάνω βαςικζσ πλθροφορίεσ ζχουμε τισ παρακάτω γραφικζσ παραςτάςεισ: 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ  Γ 

Δίνεται θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ  𝑓 𝑥 =  
𝑥2 + 𝛼 , 𝑥 ≥ 1

𝑒𝑥−1 + 𝛽𝑥 , 𝑥 < 1
  

Γ1. 

Η ςυνάρτθςθ f ωσ παραγωγίςιμθ ςτο R => είναι ςυνεχισ ςτο R => είναι ςυνεχισ και ςτο xo=1. 

Οπότε κα ιςχφει ότι lim𝑥→1− 𝑓 𝑥 = lim𝑥→1+ 𝑓 𝑥 = 𝑓(1) . 

lim𝑥→1− 𝑓 𝑥 = lim𝑥→1− 𝑥2 + 𝛼 = 1 + 𝛼 = f(1) 

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

 𝑒𝑥−1 + 𝛽𝑥 = 1 + 𝛽 

Επομζνωσ πρζπει να ιςχφει 1+α = 1+β  α = β (1) 

Η ςυνάρτθςθ f ωσ παραγωγίςιμθ ςτο R => είναι παραγωγίςιμθ και ςτο xo = 1 . 

Οπότε κα ιςχφει ότι lim𝑥→1−
𝑓 𝑥 −𝑓(1)

𝑥−1
= lim𝑥→1+

𝑓 𝑥 −𝑓(1)

𝑥−1
= 𝜅 ∈ 𝑅 

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑥2 + 𝛼 − (1 + 𝑎)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑥2 − 1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

 𝑥 − 1 (𝑥 + 1)

𝑥 − 1
= 

lim
𝑥→1−

 𝑥 + 1 = 2 ∈ 𝑅 = 𝑓−
/(1) 

lim𝑥→1+
𝑓 𝑥 −𝑓(1)

𝑥−1
= lim𝑥→1+

𝑒𝑥−1+𝛽𝑥−(1+𝑎)

𝑥−1
= lim𝑥→1−

𝑒𝑥−1+𝛼𝑥−(1+𝑎)

𝑥−1
= (DLH (0/0) = 

lim
𝑥→1+

𝑒𝑥−1 + 𝛼

1
= (1 + 𝛼) ∈ 𝑅 = 𝑓+

/
(1) 

Πρζπει 𝒇−
/ (𝟏) = 𝒇+

/
(𝟏)  1+α = 2  α = 1 , άρα από ςχζςθ (1) ζχουμε ότι β = 1. 

Τελικά (α,β) = (1,1)  και θ ςυνάρτθςθ f γράφεται τϊρα  𝑓 𝑥 =  
𝑥2 + 1 , 𝑥 ≥ 1

𝑒𝑥−1 + 𝑥 , 𝑥 < 1
  

Η ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςτο 1 με f /(1) = 2 . 

Γ2. 

1οσ κλάδοσ : f(x) = x2 + 1 , x≥ 1 . 

∀𝑥 > 1 : f /(x) = 2x > 0 , και f ςυνεχισ ςτο 1 =>  f γνθςίωσ αφξουςα ςτο *1,+∞). 

Το ςφνολο τιμϊν του 1ου κλάδου είναι : Bf1 = [𝑓 1 , lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥)) = [2, +∞) 

 



 

 

2οσ κλάδοσ : f(x) = ex-1 + x , x< 1 . 

∀𝑥 < 1 : f /(x) = ex-1 +1 > 0 => f γνθςίωσ αφξουςα ςτο (-∞, 1). 

Το ςφνολο τιμϊν του 2ου κλάδου είναι : Bf2 = ( lim𝑥→−∞ 𝑓 𝑥 , lim𝑥→1− 𝑓(𝑥)) = (−∞, 2) 

Τελικά το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ f είναι το Βf = Bf1∪Bf2 = R . 

Η ςυνάρτθςθ f είναι και γνθςίωσ αφξουςα ςε όλο το R λόγω ςυνζχειασ ςτο xo = 1 . 

Παρακάτω δίνουμε και τον πίνακα μονοτονίασ τθσ f : 

x -∞ xo          0                  1                         +∞ 

f / (x)          +         +           +         + 
Μονοτονία f                                                 

Συμπεριφορά  f  -∞         0                   1/e                        2                 +∞       
Πρόςθμο  f          -        +           +                  +      

                                                                                                                       f ςυνεχισ ςτο 1 

                                                                                                                       f παραγωγίςιμθ ςτο 1 

Γ3. 

(i) 

Ήδθ από τον παραπάνω πίνακα μονοτονίασ τθσ f φαίνεται ότι θ εξίςωςθ f(x)=0 ζχει μοναδικι 

αρνθτικι ρίηα. Θα το δικαιολογιςουμε τϊρα : 

 Δ1 = (-∞, 1), f ςυνεχήσ και γν.αύξουςα με f Δ1 =  −∞, 2 => 0 ∈ f(Δ1) => υπάρχει 

μοναδικό xo∈  −∞, 1  : f(xo) = 0  (μοναδικό λόγω μονοτονίασ τθσ f) . 

 Δ2 =[1,+∞) , f ςυνεχήσ και γν.αύξουςα με f Δ2 = [2, +∞) => f(x) > 0 , ∀𝑥 ≥ 1 => άρα 

θ εξίςωςθ f(x) = 0 είναι αδφνατθ ςτο *1, +∞) . 

Θα δείξουμε ότι το xo∈  −∞, 0 ⊆ (−∞, 1) , για να είναι το xo < 0 . 

 f(0) = 
1

𝑒
> 0 

 limx→−∞ f x = −∞ < 0 => υπάρχει τουλάχιςτον ένα x1 < 0: 𝑓 x1 < 0 

 f (x1)f(0) < 0 , άρα από το κεϊρθμα Bolzano υπάρχει τουλ. ζνα xo∈  𝑥1, 0 ⊆ (−∞, 0) 

τζτοιο ϊςτε f(xo) = 0 και είναι και μοναδικό λόγω τθσ μονοτονίασ τθσ f (θ f είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο R). 

 Εναλλακτικά μποροφμε να εφαρμόςουμε το κεώρθμα Bolzano ςτο *-2,0+ για να 

δείξουμε ότι το xo < 0 με xo∈ (−𝟐, 𝟎). 

 



 

 

(ii) 

Θα αποδείξουμε ότι θ εξίςωςθ f2(x) – xof(x) = 0 είναι αδφνατθ ςτο (xo , +∞). 

H εξίςωςθ ιςοδφναμα γράφεται  f2(x) – xof(x) = 0  f(x)(f(x) – xo) = 0 (1) 

 Από τον πίνακα μονοτονίασ τθσ f ζχουμε ότι f(x) > 0 , ∀𝑥 ∈ (𝑥𝑜 , +∞) 

Εναλλακτικά,  για x >xo , f γνθςίωσ αφξουςα => f(x) > f(xo) => f(x) > 0 . 

 Από τθν (1) => f(x) = xo < 0 => f(x) < 0  που είναι αδφνατον διότι θ f είναι κετικι  

∀𝑥 ∈ (𝑥𝑜 , +∞).  

Επομζνωσ θ θ εξίςωςθ f2(x) – xof(x) = 0 είναι αδφνατθ ςτο (xo , +∞). 

Γ4. 

Ζνα ςθμείο Μ(x,y) κινείται κατά μικοσ τθσ καμπφλθσ y=f(x) , x≥ 1 (δθλαδι ςτον 1ο κλάδο). 

Τθν χρονικι ςτιγμι to : το ςθμείο Μ διζρχεται από το ςθμείο Α(3,10) και ο ρυκμόσ μεταβολισ 

τθσ τετμθμζνθσ του είναι 2 μον./sec. Δθλαδι , 

                   x(to) = 3   ,        y(to) = 10       ,      x / (to) = 2 

 

 

 

∀𝑥 ≥ 1: E τριγϊνου ΜΟΚ = 
𝛽𝜐

2
=

1

2
𝛽𝜐 =

1

2
𝑥𝑦 =

1

2
𝑥𝑓 𝑥 =

1

2
𝑥 𝑥2 + 1 =

1

2
(𝑥3 + 𝑥) τ.μ. 

Για κάκε χρονικι ςτιγμι t ζχουμε:   E(t) = 
1

2
 x3 t + x t  ,   x t ≥ 1. 

Είναι  Ε / (t) = (1/2)[3x2(t)x /(t)+x /(t)] = (1/2)x /(t)[3x2(t)+1] . 

Για t = to : E /(to) = 1/2)x /(to)[3x2(to)+1] = (1/2)∙2∙(3∙32 +1) = 28 μον.2 / sec. 

 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δίνονται θ ςυνάρτθςθ f:RR με τφπο f(x)=(x-1)ln(x2-2x+2)+αx+β , α,β∈ R και θ ευκεία 

(ε): y= -x+2 , θ οποία εφάπτεται ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ f ςτο ςθμείο Α(1,1). 

 

 

 



 

 

Δ1. 

Αφοφ θ (ε) εφάπτεται ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ f ςτο ςθμείο Α(1,1) => 

 f(1)= 1  (1) και f /(1) = - 1  (2) . 

 f(1) = 1  α+β = 1  β = 1 – α  (3) 

Η ςυνάρτθςθ f ζχει πεδίο οριςμοφ το R και είναι παραγωγίςιμθ ςτο R με : 

  𝑓/ 𝑥 = ln 𝑥2 − 2𝑥 + 2 +  𝑥 − 1 
2𝑥−2

𝑥2−2𝑥+2
+ 𝛼 =  

= ln 𝑥2 − 2𝑥 + 2 +
2(𝑥 − 1)2

𝑥2 − 2𝑥 + 2
+ 𝛼 = ln  𝑥 − 1 2 + 1 +

2(𝑥 − 1)2

(𝑥 − 1)2 + 1
+ 𝛼 

 f /(1) = -1  α = -1 και από τθν (3) => β = 2 

Ζτςι θ ςυνάρτθςθ f γράφεται τϊρα ωσ εξισ :  f(x) = (x-1)ln(x2-2x+2) – x+2 , x∈ R  ι  

f(x) = (x-1)ln[(x-1)2+1] – x +2 , x∈ R . 

Δ2. 

E(Ω) =   f x − ε dx   τ.μ.
2

1
 

Θα βροφμε πρϊτα το πρόςθμο τθσ διαφοράσ f(x) – ε ςτο διάςτθμα *1,2+ . 

Είναι f(x) – ε = { (x-1)ln[(x-1)2+1] – x +2 } – (-x+2) = (x-1)ln[(x-1)2+1] – x +2 +x – 2 =  

=(x-1)ln[(x-1)2+1] ≥ 0 , ∀𝑥 ∈ [1,2] με το ίςον να ιςχφει μόνο ςτο x=1. 

Άρα f(x) – ε ≥ 𝟎 , ∀𝒙 ∈  𝟏, 𝟐  με το ίςον να ιςχφει μόνο ςτο x=1. 

 

E(Ω) =   f x − ε dx =   x − 1 ln[ x − 1)2 + 1 dx
2

1

2

1
 =  

                 κζτουμε u=x-1 , du=dx , για x=1 => u=0 , για x=2 => u=1 

= uln u2 + 1 du =  (
u2

2
)/ ln u2 + 1 du =  

u2

2
ln u2 + 1  

0

1

−  
u2

2
∙

2u

u2+1
du =

1

0

1

0

1

0
 

=
ln2

2
−  

u3

u2+1
du

1

0
 = (διαίρεςθ πολυωνφμων) = 

ln2

2
−   u −

u

u2+1
 du = 

1

0
 

=
ln2

2
−  udu +  

1

2
∙

2u

u2+1
du =

ln2

2
− [

u2

2
]0

1 +
1

2
[ln u2 + 1 ]0

1 = 𝐥𝐧𝟐 −
𝟏

𝟐
  𝛕.𝛍.

1

0

1

0
 

 



 

 

2οσ τρόποσ υπολογιςμοφ του ολοκλθρϊματοσ (χωρίσ τροποποίθςθ τθσ f) 

E(Ω) =   f x − ε dx =   x − 1 ln(x2 − 2x + 2)dx
2

1

2

1
= 

                   κζτουμε u=x2-2x+2 , du=(2x-2)dx = 2(x-1)dx  du/2 = (x-1)dx 

                   για x=1 => u = 1 , για x=2 => u = 2 

=  lnu  
1

2
du =

1

2
 lnudu =

1

2
[ulnu − u]1

2 = 𝐥𝐧𝟐 −
𝟏

𝟐
  𝛕.𝛍.

2

1

2

1
 

Δ3. 

(i) 

Είναι f /(x) = ln[(x-1)2+1]+
2(x−1)2

(x−1)2+1
− 1 , ∀x ∈ R 

Είναι f /(x)≥ −1  ln[(x-1)2+1]+
2(x−1)2

(x−1)2+1
− 1 ≥ −1  ln[(x-1)2+1]+

2(x−1)2

(x−1)2+1
 ≥ 0  (1) 

που ιςχφει για κάκε x∈ R με το <<ίςον>> να ιςχφει μόνο όταν x=1, γιατί : 

 
2(x−1)2

(x−1)2+1
≥ 0 (2) , ∀𝑥 ∈ 𝑅 , με το <<ίςον>> μόνο όταν x=1. 

 ∀𝑥 ∈ 𝑅 ∶ (x-1)2 ≥ 0 (με το <<ίςον>> μόνο όταν x=1)  (x-1)2+1 ≥ 1  

ln[(x-1)2+1] ≥ln1  ln[(x-1)2+1] ≥ 0 (3) , με το <<ίςον>> μόνο όταν x=1. 

Προςκζτοντασ κατά μζλθ τισ ςχζςεισ (2)+(3) => προκφπτει θ (1) με το <<ίςον>> μόνο όταν x=1.  

Επομζνωσ δείξαμε ότι f /(x) ≥ −1 , ∀x ∈ R , με το <<ίςον>> να ιςχφει μόνο όταν x=1. 

(ii) 

Είναι 𝑓  𝜆 +
1

2
 + 𝜆 ≥  𝜆 − 1 ln 𝜆2 − 2𝜆 + 2 +

3

2
  

𝑓  𝜆 +
1

2
 ≥   𝜆 − 1 ln 𝜆2 − 2𝜆 + 2 − 𝜆 + 2 − 2 +

3

2
   

𝑓  𝜆 +
1

2
 ≥ 𝑓 𝜆 −

1

2
   𝑓  𝜆 +

1

2
 − 𝑓 𝜆 ≥ −

1

2
  

𝑓 𝜆+
1

2
 −𝑓(𝜆)

 𝜆+
1

2
 −𝜆

≥ −1  1 . 

Η ςυνάρτθςθ f ικανοποιεί τισ προχποκζςεισ του κεωριματοσ Μζςθσ Τιμισ => 

υπάρχει τουλάχιςτον ζνα ξ∈  𝜆, 𝜆 +
1

2
 : f /(ξ) = 

𝑓 𝜆+
1

2
 −𝑓(𝜆)

 𝜆+
1

2
 −𝜆

  (2) 

οπότε θ ςχζςθ (1) μζςω τθσ (2) γίνεται : f /(ξ)≥ −1 , που ιςχφει από το Δ3. (i) . 



 

 

Δ4. 

Ζχουμε τισ ςυναρτιςεισ f(x)=(x-1)ln(x2-2x+2)-x+2 , ∀𝑥 ∈ 𝑅 και  g(x)= - x3 – x +2 , ∀𝑥 ∈ 𝑅 

Θα δείξουμε ότι οι γραφικζσ παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων f και g δζχονται μοναδικι κοινι 

εφαπτομζνθ και ςτθν ςυνζχεια κα βροφμε τθν εξίςωςι τθσ. 

 Ζχουμε ιδθ δείξει ότι f /(x) ≥ −𝟏 , ∀𝒙 ∈ 𝑹 , με το <<ίςον>> μόνο για x = 1 . 

 Η ςυνάρτθςθ g είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςτο R με g /(x) = - 3x2 – 1 < 0 , 𝑥 ∈ 𝑅 => 

θ ςυνάρτθςθ g είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο R. 

 Η ςυνάρτθςθ g / είναι παραγωγίςιμθ ςτο R με g //(x) = - 6x . 

 g //(x) = 0  x = 0 , g //(x) < 0  x > 0 , g //(x) > 0  x < 0 

 Η g /  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτα x < 0 και γνθςίωσ φκίνουςα ςτα x > 0  

 H g / παρουςιάηει ολικό μζγιςτο ςτθν κζςθ x = 0 το g /(0) = -1. 

 Ιςχφει ότι g /(x) ≤ −𝟏 , ∀𝒙 ∈ 𝑹 , με το <<ίςον>> μόνο για x = 0 . 

                            Επομζνωσ, ζχουμε:  g /(x)≤ −𝟏 ≤ f / (x) , ∀𝒙 ∈ 𝑹 

 H αριςτερι ιςότθτα ιςχφει μόνο για x = 0 . 

 H δεξιά ιςότθτα ιςχφει μόνο για x = 1 . 

Άρα δεν υπάρχει xo∈ 𝑅 : f
 /(xo) = g /(xo) => οπότε οι γραφικζσ παραςτάςεισ των f και g δεν 

δζχονται κοινι εφαπτομζνθ ςε κοινό τουσ ςθμείο. Επομζνωσ, αν ζχουν κοινι εφαπτομζνθ κα 

είναι ςε μθ-κοινά τουσ ςθμεία. Πράγματι, αν Α(x1,f(x1)) και Β(x2,g(x2)) τα ςθμεία επαφισ των 

Cf , Cg αντίςτοιχα, πρζπει να ιςχφει : f 
 /(x1) = g /(x2) . Όμωσ: 

 f /(x) ≥ −1 , ∀𝑥 ∈ 𝑅 , με το <<ίςον>> μόνο για x = 1  A(1,f(1)) 

 g /(x) ≤ −1 , ∀𝑥 ∈ 𝑅 , με το <<ίςον>> μόνο για x = 0  B(0,g(0)) 

 Tα ςθμεία Α,Β είναι μοναδικά αφοφ οι ιςότθτεσ ιςχφουν μόνο ςτα x1=1 και x2=0. 

H μοναδικι λοιπόν κοινι τουσ εφαπτομζνθ εφάπτεται των Cf , Cg ςτα ςθμεία Α(1,f(1))=(1,1) 

και Β(0,g(0))=(0,2) και ζχει εξίςωςθ: 

y-f(1)=f /(1)(x-1)  y-1= -1(x-1)  y= - x+2 

( ι   y-g(0)=g /(0)(x-0)  y-2= -1(x-0)  y = - x+2  ) 

 

                                                         ΤΕΛΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΟΣ 

 

 



 

 

 

 

 

  

 

 


